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УДК 632.5 
КОНВЕКТИВНЫЙ ТЕПЛООБМЕН 
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ 
ЖИДКОСТИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ЯЧЕЙКЕ С КОНИЧЕСКИ 
УГЛУБЛЕННЫМ ДНОМ И 
ТВЕРДЫМИ ГРАНИЧНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ  
Розглянуто задачу про теплову конвекцію в’язкої нестис-
куваної рідини в циліндричній елементарній конвективній 
комірці з конічно поглибленим дном і твердими гранични-
ми умовами. Побудовані функції Стокса в циліндричній 
конвективній комірці, а також конічному поглибленні дна 
комірки. На підставі ефекту Фудзівари отримані моде-
льні розподіли ліній струму Стокса в циліндричній елеме-
нтарній конвективній комірці з конічно поглибленим дном 
і твердими граничними умовами. 
Введение 
Конвективный тепломассоперенос в слоях подогреваемой снизу (охлаждаемой сверху) вяз-
кой, несжимаемой жидкости сопровождается возникновением упорядоченных структур, которые 
наиболее часто имеют вид двухмерных валов или полигональных трехмерных ячеек. Частным видом 
полигональных трехмерных ячеек являются ячейки Рэлея-Бенара [1–3]. 
Однако, несмотря на достаточно обширный и проработанный материал по конвективному те-
пломассопереносу, вне рамок исследования остались такие структуры, как цилиндрические конвек-
тивные ячейки с твердыми верхней и нижней границами. Такие ячейки впервые, без придания им фи-
зической трактовки, аналитически описаны в работах [4–5]. 
Значительно позже в работе [6] было найдено аналитическое решение линейной стационар-
ной задачи Релея для цилиндрической элементарной конвективной ячейки с плоскими твердыми и 
смешанными граничными условиями. Проведено их сравнение с аналогичными решениями для сво-
бодной конвективной ячейки для моды n = 1. Показано, что диаметр конвективной ячейки обратно 
пропорционален значению минимального волнового числа соответствующей краевой задачи, т.е. 
диаметр ячейки со смешанными граничными условиями меньше диаметра ячейки со свободными 
граничными условиями, но больше диаметра ячейки с твердыми граничными условиями. 
Приведенное выше описание решений для цилиндрической конвективной ячейки с твердыми 
граничными условиями применимо для случая слоя жидкости с плоскими границами. Для конвектив-
ной ячейки с неплоским дном будут характерны иные пространственные распределения конвектив-
ных потоков. Например, в водоемах с полусферическим дном распределение потока вблизи твердой 
границы отражают геометрию дна [7]. Такое распределение вполне объяснимо требованием выпол-
нения граничных условий: равенством нормальной и касательной составляющей скорости нулю на 
свободной или твердой границе [8]. 
Для рассмотрения граничных условий в элементарной цилиндрической ячейке с конически 
углубленным дном в качестве базовых функций, на наш взгляд, следует рассматривать аналитические 
решения стационарной линейной задачи Рэлея со свободными граничными условиями [1–3] для ре-
шения задачи о конвекции в открытых водоемах. В случае решения задачи о конвективном массотеп-
лопереносе в теплообменниках, где всегда присутствуют охлаждаемая и охлаждающая поверхности, 
следует использовать аналитические решения стационарной линейной задачи Рэлея с твердыми или 
смешанными граничными условиями [6]. 
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Также существует процесс вакуумно-дугового переплава стали, легированной оксидными на-
нопорошками, где гомогенизация наночастиц оксида осуществляется в результате тепломассоперено-
са расплавленной стали в цилиндрической конвективной ячейке с косинусоидальным профилем дна и 
свободными граничными условиями. Свободные граничные условия реализуются в конвективной 
ячейке, процентное содержание добавленной дисперсной фазы в которой достаточно высоко. В рас-
сматриваемом в [9] случае оно должно превышать 1,5 мас. %, когда для легирования стали требуется 
добавить небольшое количество дисперсной фазы, например, менее 0,125 мас. %. В этом случае на 
дне ячейки реализуются твердые граничные условия, а в горизонтальном слое в целом – смешанные 
граничные условия (на верхней границе свободные граничные условия, на нижней – твердые) [10]. 
В настоящей работе рассмотрим задачу о конвективном тепломассопереносе в подогреваемой 
снизу цилиндрической элементарной конвективной ячейке с конически  углубленным дном. 
Постановка задачи 
Рассмотрим бесконечный в горизонтальном 
направлении слой вязкой несжимаемой жидкости 
(рис. 1) толщиной h с расположенной в нем цилин-
дрической элементарной конвективной ячейкой, 
нижняя граница которой имеет вид конического 
углубления с образующей )1( −∆=
r cell
rhz , здесь 
rcell – радиус цилиндрической конвективной ячейки. 
Ось z направлена вверх, перпендикулярно 
границам слоя z = 0 и z = h. Температура границ 
слоя задана таким образом, что температура ниже 
лежащих уровней ячейки больше температуры 
верхних T0(0) = T2, T0(h) = T1, (T2 > T1), а температу-
ра у вершины конуса 
T0(−∆h) ≡ T3 = T2 + ∆Tcone , (∆Tcone > 0). 
Считаем, что в состоянии механического 
равновесия распределение температуры внутри 
ячейки описывается линейной функцией от коор-
динаты 
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где T0(z) – распределение температуры по толщине слоя; Θ = T2 – T1 – разность температур между 
нижней и верхней плоскостями; ze
r
– единичный вектор, направленный вдоль оси z. 
Сверху элементарная конвективная ячейка граничит с горизонтальным слоем теплоотводяще-
го металлического массива толщиной ∆h1, снизу – с горизонтальным слоем теплоподводящей среды 
толщиной ∆h2, поддерживается постоянный градиент температуры, ∆Tcone = Θ⋅∆h/h. 
Возмущения (отклонения от величин, характерных для случая механического равновесия) 
безразмерных скорости vz и температуры T описываются уравнениями, которые могут быть получены 
из уравнений Навье–Стокса [2] 
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+∆=∆ ⊥  – оператор Лапласа; ⊥∆ – поперечный лапласиан; )(3 νχΘβ= hgR  – число Рэлея; g – 
ускорение свободного падения, направленное против оси z; χν=P  – число Прандтля; ν  и χ  – ко-
эффициенты кинематической вязкости и температуропроводности жидкости соответственно; β  – ко-
 
Рис. 1. Схема расположения цилиндрической 
элементарной конвективной ячейки с 
конически углубленным дном 
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эффициент объемного температурного расширения жидкости; vz, T – возмущения вертикальной ско-
рости и температуры соответственно. 
При приведении системы уравнений (1) – (2) к безразмерному виду использованы следующие 
характерные единицы измерения: единица длины h – это толщина слоя ; единица времени 12 −ν=τ h ; 
единица температуры Θ. Следует отметить, что для выбранной единицы длины координата z изменя-
ется в интервале 0 ≤ z ≤ 1. 
Будем рассматривать задачу в осесимметричной постановке, т.е. полагаем везде 0... =ϕ∂∂ . 
Например, поперечный Лапласиан 

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


∂
∂
∂
∂
=∆⊥
r
r
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1
. 
Система уравнений (1)–(2) применима для определения возмущений скорости и температуры 
при условии, что она должна быть дополнена граничными условиями. 
В настоящей работе рассмотрим твердые граничные условия, когда на границах при z = 0 и 
z = 1 значения возмущенных проекций скорости, температуры и производной вертикальной скорости 
по координате равны нулю [2] 
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Аналитическое решение 
В интервале высот 0 ≤ z ≤ 1 стационарные возмущения компонент скорости ),(),,( )()( zrvzrv nrnz  
и температуры ),()( zrT n  цилиндрической конвективной ячейки с твердыми граничными условиями 
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v  на верхней границе z = 1  и со свободными граничными условиями 
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v  на нижней границе z = 0 определяются выражениями, метод получения 
которых изложен в работе [8] 
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где )(),( 10 rkJrkJ rr  – функции Бесселя первого рода нулевого и первого порядка соответственно; 
kr – радиальное волновое число, характеризующее зависимость возмущений от поперечной коорди-
наты r. 
В выражении (4) использованные параметры характеризуются следующими константами за-
дачи: ,),( 223 rr kbRka ==  )(3 νχΘβ= hgR  – число Рэлея; g – ускорение свободного падения, направ-
ленное против оси z; χν=P  – число Прандтля; ν  и χ  – коэффициенты кинематической вязкости и 
температуропроводности жидкости соответственно; β  – коэффициент объемного температурного 
расширения жидкости. 
В интервале  0 ≤ z ≤ 1 для модового числа n = 1 решения (4) описывают стационарные возму-
щения скорости и температуры элементарной цилиндрической конвективной ячейки с твердыми гра-
ничными условиями на верхней границе z = 1 и свободными – на нижней z = 0. 
В области конического углубления для –∆h ≤ z ≤ 0 возмущенные скорости и температура эле-
ментарной цилиндрической ячейки не могут быть представлены в виде решений (4), т. к. на границе 
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конуса )1( −∆= cRrhz  они будут связаны между собой. Поэтому пространственное распределение 
скоростей и температуры в такой ячейке при –∆h ≤ z ≤ 0 представим в виде бесконечных рядов Фурье    
и Фурье-Бесселя [11] по пространственным гармоникам 
 ∑
∞
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=
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где hk ∆pi=0  – волновое число вдоль оси z; cllr Rk ,0, σ= – волновые числа вдоль оси r; l,0σ – нули 
функции Бесселя нулевого порядка первого рода, расположенные в порядке возрастания с увеличе-
нием индекса l = 1, 2, 3, … . Константы lmA ,  и lmB ,  определяются из граничных условий. Так, напри-
мер, из выражений (5) – (7) следует, что на оси конической ячейки (r = 0) имеем 
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На верхней границе ячейки z = 0 справедливы соотношения 
0)0,()0,( )1()1( == rTrvz , 
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где ).()()( 1113 rkJdzkhzAdvr rr−∆−=ϕ  
На конической поверхности ячейки, при )1( −∆= cRrhz , должны выполняться граничные ус-
ловия 
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где lmlmlmlm BAiBABABA ,,,, ),(5.0),(,),(),( −=′′−=− , i – мнимая единица. 
Равенства (9) – (11) следуют из условия равенства нулю вектора скорости вязкой несжимае-
мой жидкости на неподвижной границе [8]. 
Линии тока в ячейке с конически углубленным дном 
Основываясь на представлении об элементарной цилиндрической конвективной ячейке [6], 
полагаем заданными функции в выражениях (8) в виде 
АЕРОГІДРОДИНАМІКА ТА ТЕПЛОМАСООБИІН 
ISSN 0131–2928. Пробл. машинобудування, 2017, Т. 20, № 2 26 
)),((1)(sin(),0()(
,1,101 ++ ∆−−=ϕ XchhzXchzkzAz  
 ( ) )()0,()( 1113 rkJkdzhzdvrAz rr−∆−=ϕ . (12) 
На основании (12) можно построить функцию Стокса для линий тока, которая автоматически 
удовлетворяет уравнению неразрывности. Эта функция имеет вид 
 ( ) ( )( ) ),(),(1)sin(),(),( 0`1,10,1,10 zrzrArRJXchhzXchzkrzrAzr c ψ≡



 σ
∆−=ψ ++ . (13) 
Кривые для линий тока получаются как результат решения уравнения const),( =ψ zr  [4]. 
Определим функциональную зависимость ),( zrA  от координат. Для этого найдем прираще-
ние ),( zrψ  при смещении координаты от r0 и z0 на малые величины dr и dz соответственно 
(r = r0 + dr, и z = z0 + dz) 
 .0),(),( 00 =
∂
ψ∂
+
∂
ψ∂
=ψ dz
z
zrdr
r
zrd  (14) 
Выполняя дифференцирование в (14) и учитывая, что по определению ),(),(0 zrrvrzr z=∂ψ∂  
а ),(),(0 zrrvzzr r=∂ψ∂ , преобразуем, используя (14), выражение (13) к виду 
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zrvzrvzrrA rz  (15) 
Первое слагаемое в (15) на конической границе равно нулю, т. к. представляет собой нор-
мальную к поверхности границы компоненту скорости. Из второго слагаемого следует, что 
),(),( 0 cRrhzAzrA −∆ν=  где A0 – произвольная константа интегрирования; )(xν – произвольная 
функция от аргумента x, равная нулю на границе )1( −∆= cRrhz . В качестве таких функций, напри-
мер, можно взять модельные функции 
))((),( 1.001 cRrhzJzr −∆σ=ν или ).2)cos((),(2 pi−∆=ν cRrhzzr  
На рис. 2 приведено расположение линий тока для модельной функции ),(1 zrν . График распо-
ложения линий тока для модельной функции второго вида ),(2 zrν  аналогичен предыдущему и по-
этому его вид не приводится. 
Применение предложенных видов модель-
ных решений или других должно основываться на 
экспериментальных данных. Однако из этих реше-
ний можно сделать следующие выводы: распреде-
ления линий тока в ячейках с различными модель-
ными функциями качественно подобны; различные 
модельные функции линий тока отличаются вели-
чиной численного значения максимума. 
На pис. 3. показано распределение линий 
тока в цилиндрической элементарной конвектив-
ной ячейке с коническим дном глубиной ∆ h = 1/3 и 
твердыми граничными условиями. 
Для получения течения, образованного дву-
мя вихрями, (рис. 3) (в цилиндрической и кониче-
ских частях) применим подход, исследованный для 
ячейки со свободными граничными условиями 
[12]. В рассматриваемом случае вихри помещены в 
закрытый объем и поэтому не вращаются друг относительно друга, а могут осуществлять взаимную 
экспансию в вертикальном направлении, накладываясь друг на друга. В соответствии с эффектом 
Фудзивары [13], результирующая функция Стокса ),(2,1 zrψ  будет определяться суперпозицией 
 
Рис. 2. Линии тока в коническом углублении 
ячейки для модельной функции ),(1 zrν  
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функций Стокса двух вихрей, размеры которых перенормированы на единичную высоту вдоль верти-
кальной оси конвективной ячейки, изображенной на pис. 1. 
 
( )( )( ) ).,(11),( 02,102,1 hzrRrhzhAzr c ∆ψ−∆∆+ν−=ψ  (16) 
Использование принципа суперпозиции функций Стокса двух вихрей является следствием 
эффекта Фудзивары. Отрицательный знак алгебраической суммы объясняется тем, что горизонталь-
ные скорости заполняющих объем ячейки вихрей противоположно направлены, и поэтому функции 
Стокса при наложении вычитаются. 
На pис. 3, б приведены линии тока в свободной цилиндрической элементарной конвективной 
ячейке с конически углубленным дном глубиной ∆ h = 1/3 в результате наложения вихрей в ячейке, 
или, что означает то же самое, приведения масштабов вихрей к одному, определяемому размерами 
элементарной конвективной ячейки. 
Выводы 
В настоящей работе исследована тепловая конвекция вязкой несжимаемой жидкости в цилин-
дрической элементарной конвективной ячейке с конически углубленным дном и твердыми гранич-
ными условиями. Построены линии тока для массопереноса в коническом углублении конвективной 
ячейки, которые удовлетворяют свободным граничным условиям на верхней границе, и твердым гра-
ничным условиям – на конической поверхности. Получены линии тока в цилиндрической элементар-
ной конвективной ячейке с коническим дном глубиной ∆ h = 1/3 с твердыми граничными условиями 
на верхней и нижней границах. С использованием эффекта Фудзивары получены модельные распре-
деления линий тока Стокса в цилиндрической элементарной конвективной ячейке с конически углуб-
ленным дном и твердыми граничными условиями. 
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